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1. Εξετάστε αν ισχύει καθένα από τα ακόλουθα. Αν ισχύει, δώστε πλήρη απόδειξη. Αν δεν ισχύει, δώστε
κατάλληλο αντιπαράδειγµα.

(i) (5%) Αν η ακολουθία (an)n∈N είναι ϕθίνουσα, τότε η σειρά
∑+∞

n=1 a
2
n συγκλίνει.

(ii) (5%) Αν η σειρά
∑+∞

n=1(anbn) συγκλίνει, τότε και οι δυο σειρές
∑+∞

n=1 an και
∑+∞

n=1 bn συγκλίνουν.

(iii) (5%) Αν µια συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη, τότε είναι και οµοιόµορφα συνεχής.

(iv) (5%) Αν το ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης ισούται µε µηδέν, τότε όλα τα άνω αθροίσµατα ισούνται
µε µηδέν.

2. (20%) ∆είξτε ότι η συνάρτηση f : (0, 1)→ R µε τύπο

f(x) =

∫ log(1+x)

− log(1−x)
ee

t
dt, x ∈ (0, 1),

είναι αύξουσα, χωρίς να υπολογίσετε κάποιο ολοκλήρωµα.

3. (20%) Ας είναι I ⊆ R ένα διάστηµα, µε 0 ∈ I, και f : I → R µια παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f(0) = 0
και 0 < f ′(x) ≤ 1, για όλα τα x ∈ I. Αποδείξτε ότι∫ x

0
f3(t)dt ≤

(∫ x

0
f(t)dt

)2

, για όλα τα x ∈ I.

4. (20%) Θεωρούµε µια τυχούσα ακολουθία (an)n∈N µε an > 0 για κάθε n ∈ N, και την ακολουθία (bn)n∈N

µε bn =
an

1 + an
, για κάθε n ∈ N. ∆είξτε ότι η σειρά

∑+∞
n=1 an απειρίζεται ϑετικά αν και µόνον αν η

σειρά
∑+∞

n=1 bn απειρίζεται ϑετικά.

5. (20%) Θεωρούµε τον κύκλο K1 µε κέντρο το σηµείο (0, 0) και ακτίνα 1 και τον κύκλο K2 µε κέντρο το
σηµείο (1, 0) και ακτίνα

√
2. Υπολογίστε το εµβαδόν του χωρίου K2\K1, χωρίς να ϑεωρήσετε γνωστό ότι

το εµβαδόν E του κύκλου ακτίνας r δίνεται από τον τύπο E = πr2.


